5.5. Naprezenia przy czystym zginaniu

Wyznaczenie naprezen i odksztalceri w danym przekroju belki rozpoczniemy od przy-
padku czystego zginania belki pryzmatycznej, gdy jej zgigcie zachodzi w plaszczyinie dzia-
lania momentu gnqcego (plaszczyznie rysunku).(”’ Jeden ze sposobow realizacji tego stanu
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pokazano na rys. 5.27. Na odcinku CD belki mamy tu staly moment M, = Pa i silg
tnaca T = 0, co pokrywa si¢ z definicja czystego zginania (art. 1.4 i 5.1). Jesli pominaé
pewien wplyw odcinkéw AC i BD, to elementy odcinka CD znajduja si¢ w jednakowych

() Jlustracja tego jest zginanie belki o przekroju symetrycznym ustawionej symetrycznie wzglg-
dem plaszczyzny rysunku. Taka sytuacja nie jest jednak regulg. Wprowadzone ograniczenie wyrdznia
zatem pewien szczegdlny przypadek zginania i zwiazang jest ze specjalnym warunkiem podanym po-
nizej.
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warunkach (M, = const, T = 0) i jesli jeden z nich ulega zakrzywieniu, to takie samo
zakrzywienie maja pozostale. Krzywizna belki na odcinku CD jest wigc stala 1 belka
wygina sie w tuk kola. W tych warunkach plaskie przekroje prostopadle do osi belki przed
odksztalceniem muszq zostaé plaskie i prostopadle do zakrzywionej po odksztalceniu osi
belki. "> Wynika stad, ze przekroje te ulegaja wzglednemu obrotowi (rys. 5.28b). Nary-
sowana na bocznej powierzchni prostokatna siatka
o bokach réownoleglych do osi zamienia si¢ po odksztal-
ceniu na krzywoliniowg z zachowaniem przy tym
katéw prostych. '

Na skutek obrotu przekrojéw wzdluzne elementy
belki, tzw. widkna, doznaja odksztalcen. Jak wiemy
z art. 5.2, czeéé widkien ulega skréceniu, czg§¢ wydlu-
Zeniu. Miedzy nimi musi wigc by¢ pewna warstwa
Ed'f'F, tzw. warstwa obojetna, ktérej wydltuzenia

0

sa rdwne zeru. Zalézmy, e jej poloZenie oraz

promien krzywizny o sa - znane. Narysujmy teraz . _____lg
- fragment m-n belki przed i po odksztalceniu I

(rys. 5.29). Pewne widkno cd lezace w odlegtosci x| v |8

z od warstwy obojetnej «f mialo poczatkowo e § —

dlugoéé¢ s taka jak inne widkna. Jego dlugo$¢ s° m n

po OdkSZtal‘cemu‘JeSt . Rys. 5.29. Okresienie odksztalcen
/ s’ =35 ng =S(1“"'g')' - (a) wzglednych

Wynika to z podobienistwa figur Oc’d’ i Od'f’, przy czym dlugos$¢ warstwy obojgtnej o'’
jest nadal s. Wedtug definicji art. 1.6, wzglqdne odksztalcenie &€ = (s'—s)/s, i po podsta-
wieniu s’ z wzoru (a)

e= —zfp. ' (5.7

Tak wigc, przy czystym zginaniu odksztalcenia wzgledne widkien sq proporcjonalne do ich
odleglosci od warstwy obojetnej. Widkna powyzej warstwy obojetnej (z > 0) ulegaja skro-
ceniu (¢ < 0), lezace za§ ponizej (z < 0) ulegaja wydtuzen‘iu (e > 0). Zaleznos¢ (5.7)
wynika z rozwazZan geometrycznych. Jest wiéc’sluszna niezaleznie od tego, czy material
jest, czy nie jest sprezysty.

Jesli obciazenia belki sa takie, Ze materlal jej zostaje sprqiysty, to stuszne jest prawo
Hooke’a. W tym miejscu wprowadzamy zweryfikowana przez teorig sprezystosci i doswiad-
czenie hipoteze, Zze ewentualne naciski (napr¢zenia) w kierunku poprzecznym do widkien
mozna zaniedbaé. Wtedy kazde wiékno pracuje jak elementarny pr¢t na rozciaganié lub

(1 A oto dowdd. Wydzielmy z belki (rys. 5.27) dowolny odcinek EF (rys. 5.28a). Punkty przekro-
ju p-p symetrycznie potozonego wzgledem E i F nie maja przemieszczen ani w prawo, ani w lewo, gdyi
materia odksztalca sie w sposob ciagly (bez szczelin), a jedna i druga strona sa réwnoprawne. Tak wigc
przekrdj p-p zostaje plaski prostopadly do zakrzywionej osi EGF. Poniewaz kazdy przekrdj na od-
cinku CD belki jest plaszczyzna symetrii odpowiednio obranego odcinka EF, wynika stad zatem sfor- -
mutowany powyzej kanon. . '
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ciskanie. Uwzgledniajac (5.7) 1 prawo Hooke’a m;;.my w tym wiGknie naprezenia
’ ‘ ¢ =Ee= —Ez/o. (5.8

Obraz naprezen w przekroju poprzecznym (rys. 5.30) ma wiec te same cechy i znaki co
i odksztalcenia wzgledne.

os vbojetna
(Slad warstwy
_J obajetnej)

Rys. 5.30. Obraz naprezent przy czystym zginaniu

Majac prawo rozkladu ¢ okreélimy gie znane dotad poloZenie warstwy obojetnej i iej
promien krzywizny oraz wartosci ¢ w funkcji momentu gnacego. Zauwazmy, Ze przy
czystym zginaniu sifa wzdluzna N = 0. Z drugiej strony sila ta jest réwna algebraicznej
sumie elementarnych sit 6 dA4 (rys. 5.30b), czyli

N=0= [odd =~ [(Ezfe)dA = —(Ef) [ zda, (b)
A 4 4 - :

przy czym wielkosci stale E i o wyniesiono za znak catki. Z wzoru (b) wynika, ze §lad
‘warstwy obojetnej, czyli 08 y, od ktérej mierzymy odlegtosci z, lezy w przekroju tak, ze

. o [zda=o0. ‘ | ()

Calka ta jest momentem statycznym pola przekroju wzgledem osi y i ma warto$é rowng
zeru, gdy o$ ta jest centralna. O$ y jest z kolei prostopadia do plaszczyzry zx zgigcia belki.
Ujmujac te fakty w jedno, powiemy, ze slad warstwy obojetnej, tzw. oS obojetna, jest E
osig centralng przekroju prostopadla do plaszczyzny zgigcia. ”

Podobnie wykorzystamy warunek momentéw. Moment elementarnej sity o dA4 wzgle-
dem osi y, obliczony przy zalozeniu ¢ > 0, jest —ozdA4 = Ez? dA/o. Suma takich wszyst-
kich momentéw musi by¢ réwna momentowi wypadkowemu, czyli M. Wynika stad

M, = [(Eje)z*d4 = (Ele) [ z2dA. | (d)
A A .

Figurujaca we wzorze (d) catka jest znanym juz z art. 4.1 momentem bezwladnosci J,
pola przekroju wzglegdem osi y, tj. osi obojetnej. Wprowadzajac to pojecie do wzoru (d)
mamy zdlezhosé

’ EJ, _

, 1
= Mg IUb ? - EJy s (5'9)

]

- .
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" wyrazajaca, Ze krzywizna warstwy obojetnej, tj. 1/p, jest proporcjonalna do momentu
gnacego, a odwrotnie proporcjonaina do iloczynu EJ,, tzw. sztywnosci na zginanie.
Wyznaczajac z (5.9): Ejo = M,/J, i wstawiajac do (5. 8) mamy
. M z .
T

o= —

(5.10)

Tak wiec warto§¢ naprezenia ¢ w danym wiSknie jest proporcjonalna do momentu gnacego,
a odwrotnie proporcjonalna do momentu bezwladnoséci przekroju. Jak widaé, wartosc¢ ta
nie zalezy od rodzaju materialu o ile tylko jest on sprgzysty. Ekstremalne naprezenia
sciskajace o, i rozciggajace o, wystgpuja we wibknach, ktérych odleglosci z, i z, od osi -
ObOJQtne] sa najwieksze (rys 5 30a). Ich warto$é¢ wyrazamy w postaci

, MW, ol = MW, | (5.11)
gdzie tzw. wskainiki wytrzymaloscr na zgmame W, i W , *
W, =J,z,, . W; =J,/z, . ' - {5.12)

sg wielkosciami czysto geometrycznymi o dodatniej wartosci. Ich wymiarem jest cm?.
Dla prostokata na przykiad (rys. 4.3)

_ © W, =W, =bh%6, : ®
a dla przekroju kolowego drazonego (patrz zadanie 2 art. 4.1)
W, =W, =(rd2/32)[1 —(d,/d;)*] =~ 0,1d3 "1 —(d,/d. )4] )

Dla takich symetrycznych wzglgdem osi y przekrojow mamy W, = W = W, i ekstre-
malne naprezenia |o,| = |o, |. Na ogdt tak nie jest i obie te wartosci nalezy zawsze okresli¢.

Obliczmy z kolei sum¢ momentow sit 0 d4 wzgledem osi z. Elementarny moment
jest cddy = —Ezydd/e, a ich suma

~ [(Ezy/)dA = —(Eo) [ yzd4 = —EJ,.Je, . ®

~ gdzie J,, — odsrodkowy moment bezwladnosci przekroju wzgledem centralnych osi y i z,”
~ znany juz z art. 4.3. Poniewaz na poczqtku zalozono, e wypadkowy mement dziata w plasz-
‘czyznie zgiecia: xz, to Jest IZecza oczywmtq, Ze warto$¢ wyrazenia (g) jest réwna zeru,
co daje ;

J,; =0, ’ (5.13)

czyh ze ccntralne osic y i z s3 gléwne. Warunek (5.13) jest tu konsekwencja poczqtkowego
.zalozenia. Odwracajac kolejno$¢ powiemy, ze zgiecie belki zachodzi w plaszczyinie dzialania
- momentu zginajqcego tylko wtedy, gdy ta plaszczyzna przechodzi przez,giéwng centralng
o$ przekroju. Takie zgigcie nazywamy prostym, w odréznieniu od zginania ukosnego, gdy
plaszczyzna dzialania momentu nie pokrywa si¢ z gléwna centralng osig przekroju.
Fizyczny sens rozwazari prowadzacych od wzoru (5.8) do wzoréw (5.10) i (5.13) jest
w gruncie rzeczy taki sam, jak w elementarnym zadaniu rozloZzenia momentu M na dwie
réwnolegle sity @, i O, (rys. 5.31a). Sily te musza tworzyé parg sit, skad Q; = 0, = Q.
Ich moment.Qa musi by¢ réwny M. Wreszcie ich plaszczyzna dziatania 4B musi byé
rownolegla do plaszczyzny xz dzialania momentu M. Te same trzy etapy mielimy w na-
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szych rozwazaniach, z tym Ze zamiast dwdch sit @ bylo nieskoficzenie wiele sit o d4
zwigzanych zaleznoscia (5.8). I tak etap pierwszy, dajacy w wyniku wzor (c), odpowiada
stwierdzeniu, z&¢ @, = @, = Q. Etap drugi, konczacy si¢ wzorem (5.10), odpowiada
w elementarnym zadaniu wynikowi Qa = M. Wreszcie etap trzeci, koficzacy sig wzorem .

Rys. 5.31. Analogia zagadnieﬁ:'a) rozkladu momentu M na pare sit @, = 0, i b) wyznaczenia na-
' prezen o przy zginaniu

(5.13), to stwierdzenie, z¢ wypadkowa N, wszystkich elementarnych sit $ciskajacych
itaka sama Wypadkowa N, wszystkich sil rozciggajacych (rys. 5.31b) leza w plaszczyZnie AB
réwnoleglej do plaszczyzny xz dzialania momentu M,. o

A

Zadania

1. Wyznaczyé srednice d $rodkowej czeéci osi wagonu (i‘ys. 5.32), aby ekstremalne napre¢zZenia
o, < 75 MPa,

Odp. Mamy tu czyste zgigeie; M, = 12,3-10° Nm; W), = =d%/32. Z wzoru (5.11) i warunku na
3
g, mamy dmia =} 32 M,/ro, = 11,9 cm = 12 cm. ‘ -

praekrdf a-a

Rys. 5.32. Do zadania 11 2 . * Rys. 5.33. Do zadania 4

2. Jak zmieniaja sie naprezenia we wléknie 4 osi z zadania 1, gdy wagon toczy si¢ po szynach?

Odp. Punkt A przechodzi kolejno w A;, B, 4, ...; plaszczyzna AB dzialania momentu jest stala;
w polozeniu 4, wedlug (5.10) o = (M,/J,) (d cos aj2) = o, cos & = 75cos’« MPa; kat » = wr; na-
prezenia zmieniaja si¢ cosinusoidalnie w funkcji czasu.™
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3. O jaki kat # (w plaszczyZnie rysunku) obroca si¢ wzgledem siebie przekroje Ci D osi z zadania 1,
jesli E = 2-10° MPa? :

Odp. Kat & = CD/a = CD (20./Ed) =~ 9,03-10-3 rad =~ 0,52°.

4. Pierwotnie prosta stalowa tasme (E = 2-10° MPa) nawinigto na beben (rys. 5.33). Okreilié o,
w odcinku AB ta§my, na ktérym przylega ona do bebna.

Odp. Na odcinku 4B tasma staje si¢ lukiem kota, a wigc mamy tu czyste zgmamc Promien krzy-
. wizny warstwy obojetnej ¢ = (D+0)/2, odlegto$é Zmax = -+8/2 i z wzoru (5.8) mamy

lo.| = 6| = Ezmafe = E8/(D+8) ~ E§|D = 250 MPa.

Takie zgmanle tasm wystepuje w pllach ta§mowych, wagach, przyrzadach pomiarowych itp.

5. Osadzony w 1ozyskach A i B walek z mimos$rodowymi masami Q wiruje z n obr/min (rys 5.34).
Pomijajac odksztalcenia ustroju oraz snly ciezko$ci, okresli¢ n, aby na odcinku 438 napregenia ¢, <
< 100 MPa. /
Odp. Na odcinku AB mamy czyste zginanie; obciazenie stanowia sily bezwladnodci Qw?r; M, =

= Qw?ra; przy W, =wnd3*/32 i o, = 100 MPa mamy z (5,11); & = l/nd’cr.,/32 Qra = 146 rad/s,
skad 7 = 30w/r = 1390 obr/min. )
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6. Dla przekrojoéw (rys. 4.5) obhczyc wskaznikl w,iWw,.
Odp. Z racji symetrii W = W,. Biorac wymkl zadama 2 (art. 4.1) mamy: a) W, = 94 cm?;
b) W, =436 cm?; ¢) W, ~ll'lcm

7."Okreélié wymiar b, zeliwnej awy (rys. 5.35), aby przy czystym zginaniu w plaszczyznie DB
stosunek naprezen §ciskajacych we wléknie D do rozciagajacych we wléknie B byl 10/3.

Odp. Musuny dobraé b, tak, aby 2'1/2'2 = 3/10, przy czym zl-i-ZZ = hy+h, = h =13 cm, skad
z; = 3 em, z; = 10 cm. Pomewaz

= [bh* (b1~ b) h3)/2 [bh+(b1—b) A1),

zatem przy danych b, A, b, i z, mamy b, = 12,4 cm.
8. Obliczyé wartosé M, dla tawy z zadania 7, gdy.- wywotuje on we wioknie D: a) Sciskanie, b) roz-
- cigganie, a dopuszczalnc napreZenia na §ciskanie k. = 100 MPa, na rozciaganie k. = 30 MPa.
Odp. J, = 441 cm*. Dla wlékna D jest W, = 44,1 cm® Przy jego §ciskaniu M, = k. W, =
= 4410 Nm, przy rozciagamu M, = kW, = 1320 N m.

5.6. Napre¢zenia przy zginaniu poprzecznym

Jak juz wiemy, przy zginaniu poprzecznym (rys. 5.36) wysilek przekroju stanowi
moment gnacy M, i sita tnaca T. Przy takiej postaci wysﬂku elementarne sily d W rozlozone
- W sposob ciaglty na przekroju maja nie tylko skltadowe o dA4 normalne do przekroju, lecz

8 v\Vytrz'ymaloéé materialbw
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i sktadowe styczne T dA. Wypadkowa ze skladowych o d4 jest moment M,, wypadkowa
ze skladowych t dA jest sita 7. Jest ponadto rzecza jasna, Ze napr¢zenia o w podobnych
punktach réznych przekrojéw, jak m-m i n-n, maja réine wartoéci, albowiem rézne sa
w tych przekrojach momenty gnace.

Y

-

>y

Rys. 5.36. Obraz naprezen przy zginaniu poprzecznym

Istnienie naprezefi T oraz zmiana wartosci o w funkcji x powoduja, ze obraz odksztalcen
pierwotnie prostokatnej siatki przedstawia si¢ jak na rys. 5.37. W pordéwnaniu z analo-
gicznym obrazem dla czystego zginania (rys. 5.28) obserwujemy tu, ze katy migdzy bokami
odksztalcone] siatki nie sq na ogot proste. Ta zmiana postaci okre§lona katem y wystepuje
najsitniej w $rodkowych oczkach siatki, natomiast w oczkach obejmujgcych widkna
skrajne jest ona niezauwazalna. Poniewaz naprezenia styczne sg. proporcjonalne do kata y

* Rys. 5.37. Obraz odksztalcen

Aart. 3.1), zaobserwowany wigc fakt Swiadczy, ze w przekroju poprzecznym belki napre-
Zenia .styczne 7 sa rozlozone nieréwnomiernie. Powoduje to, Ze linie proste pierwotnie

XV

Rys. 5.38. Okreslenie naprezen normalnych

-

t

prostopadle do osi belki staja si¢ po odksztalceniu zakrzywione, a pierwotnie plaskie

przekroje po‘prz'eczne przestaya by¢ plaskimi.
Dokladniejsze badania dos$wiadczalne oraz teo
jeden podstawowy fakt. Okazuje sig, Ze naprezenia T maja maly, a niekiedy nawet zerowy,

' wplyw na _wzglcdng wydtuzenia widkien belki i ze wydtuzenia te zalezg gléwnie od lokalnej
wartosci M,(x). Innymi stowy, jesli w dwoch identycznych elementach belki, z ktorych
jeden podlega zginaniu poprzecznemu, a drugi zginaniu czystemu’ (rys. 5.38), mamy

ria sprezystosci wykrywaja jeszcze
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M (x) = M,, to odksztalcenia ¢ odpowiadajacych sobie wldkien cd i ¢'d’ sg praktycznie
jednakowe. To samo stwierdzenie dotyczy napreZer o. Wynika stad, ze zatznosci (5.7)-
—=(5.12) mozna stosowaé z techniczng dokladnoscia w przypadku zginania poprzecznego.
wstawiajac zamiast M, = const zmienny moment M (x). W szczegdinosci zamiast wzorow

(5.10) i (5.11) mamy

o= = Md¥)2Z (5.14)
Jy o
o, =Mx)W,, o= -M)IW,. (5.15)
Podobnie zamiast wzoru (5.9) mamy obecnie zalezno$¢
1 Mx)
— = 5.16
=B (5.16)

okres$lajgca krzywizng warstwy obojetnej jako funkcje x.

‘Okresienie rozkladu naprezeni stycznych jest ogdlnie rozwigzane w teorii sprezystosci.
W nauce wytrzymatosci materialéw przy ograniczonych $rodkach analizy zadowalamy si¢
rozwigzaniami uproszczonymi. Najdalej idgce jest zalozenie, Ze naprezenia 7 s3 rOwWno- -
miernie rozlozone w przekroju poprzecznym i majg kierunek osi z (rys. 5.36). W takim
ujeciu warto$é v = Ty

T, = T /A = const, ‘ : GRY

otrz}mujemy z warunku, Ze sila tnaca T jest wypadkowa elementarnych sit tdA4. Wynik
(5.17), mimo swego prymitywizmu, ma pewne znaczenie, daje bowiem rzad wielkosci 7.’

Rys. 5.39. Okreslenie naprezet r w belce o przekroju zwartym
\ .

W rzeczywistosct zadne z dwéch poprzednich prymitywnych zalozen nie jest uzasad-
- nione. W ogdlnym przypadku (rys. 5.39a) kierunki naprezen tx i T, majq na pewno kierunki
stycznych do konturu‘®. Z racji cigglosci zjawisk napreZenia w innych widknach warstwy EF

) Wynika to z identycznego rozumowania jak w przypadku®skrecania pretow (rys. 3.15 i 3.17).

g
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maja jakie§ kierunki posrednie. Wobec tego upada zalozenie, ze naprezenia 7 sa réwnolegle
do osi z. Nie do przyjecia jest réwniez zatozenie o réwnomiernosci rozkladu 1, gdyz stoi
to w jawnej sprzecznosci z do§wiadczeniem. W tej skomplikowanej sytuacji dla otrzymania
drugiego przyblizenia wartoéci t zadowalamy si¢ okresleniem srednich napr¢zen t dla
widkien warstwy EF odleglej o z od osi obojetnej y. W tym celu wypadkowe maprezenia,
jak g, rozkladamy na sktadowe 1,z i 7,z (rys. 5.39b). Dla okreslehia sktadowych 1, sto-
sujemy teraz chwyt, polegajacy na dedatkowym rozcigeiu badanego plasterka belki po-
zioma plaszczyzng EDF. Umozliwia to zbadanie réwnowagi nie catosci plasterka, lecz
jednej jego czeéci, np. gornej. Na czesé te dziataja napreZenia normalne ¢ i ¢° w réwno-
leglych przekrojach plasterka oraz napre¢zenia styczne t, na plaszczyznie EDF (rys. 5.39¢).
Istnienie tych ostatnich wynika z zasady symetrii naprezen stycznych. Obliczmy teraz
wypadkowe sily dzialajace w kierunku osi x na tych trzech $cianach. Wypadkowa N,
z naprezen o na $cianie BEF jest

[od4, = (a)
F

gdzie symbol f oznacza sumowanie sit ¢ d4 na czgéci przekroju powyzej linii EDF.
EF _

~

‘Wstawiajac ¢ z (5.14) mamy"
[(M1)2* dA = (M,JJ,) [z*dd = M, 5210, (b)
EF EF =

. gdzie S = fz* dA — moment statyczny wzglq;dem osi obojetnej y pola lezaccego
EF

powyzej linii EDF (zakreskowane na rys. 5.39b)."°
Podobnie okreslamy wypadkowa N, z naprgzefi ¢’ na $cianie réwnolegle; do BEF,
gdzie moment gnacy jest M,+dM,,
N,'=(M,+dM,)S}J,. (©)
‘Wreszcie oznaczajac przez t, Sredniq wartosé napr@zen stycznych w plaszczyznle EDF
mamy wypadkowa ich dQ:
dQ =1, b,dx. * (d)
Poniewaz badana czesé piasterkd jest w rownowadze zatem N,+dQ— N = 0 i po
wykorzystaniu (b) (¢) i (d) otrzymujemy

M, S TS} : (5.18)
dx J,  J, '

TZbZ =

Ay

albowiem wedlug (5.2) pochodna dM,/dx = T.
Zbadajmy dla przyktadu przekrdj prostokatny (rys 5 40) Podstawxa_]qc b, = b= const,

“ Aby odrézni¢ rzedna z warstwy EDF od wspdlrzednej pola d4, tg ostatma 0ZNaczono przej-
$ciowo przez z*. . ¢
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- J, = bh®[12 oraz
h/2

| (o2 (B2 2
SP= [ z*bdz* = b .(2_12.)” i - .% (’L mz2) ©

otrzymujemy z zaleznoéci (5.18) nastgpujacy wynik:

| r, = (3T/26h) [1 —(22/h)2] = GBey/2) [1 - Q2/h)7], ()
gdzie 7, = T/bh jest $rednig wartoscig t, okreslong z (5.17). Jak wida¢, zaleznos§¢ . od z
jest paraboliczna (rys. 5.40c), naprezenie 7., = 1,57, wystepuje we wldknach warstwy
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Rys. 5.40. Okreslenie 7, w belce o przekrojir prostokatnym

obojetnej (z = 0). We wicknach skrajnych (z = +4/2) mamy 7, = 0iy = 0, co zgadza sig
z do$wiadczeniem (rys. 5.37). Wida¢ réwniez, ze wypadkowa sit 7,d4 =7, bdz jest
+h/2 ‘ ‘ -
Jrda= [ Gra/D[1-Q2/h)?*]bdz = (Br2) bQ2H[3),
J ,

—n/2

a wigc jest ona rowna 1, bh = 1, A = T, jak byé musi. A
Podobnie dla przekroju kotowego (rys. 5.41a) wyznaczamy

S;) =d’sin*a/12, J,=nd*/64, * b, =dsina,

(1)

(U Moment statyczny elementarnego paska b dz jest b} z* dz*, a moment S,(,Z) calego pola
powyzej linii EF : ’
d/2 .
) — * g *
§® = [ bz dz' .
Wprowadzajac kat o* jako nowg zmienna, mamy
by =dsina*, z*=(dj2)cosa*, dz*= —(d/2)sina*da®.

Dolna granica calkowania jest a* = a, gorna o* = 0."W wyniku

[+]
5@ = — [(d3/4)sin? a* cos a* da* = d°sin® &/12.,
. ]
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przy czym poloZenie badane_} warstwy EF okreslono katem oz, a nie wspotrzedna z. Po
podstawieniu do (5. 18) mamy
T, = (167/3rd?) sin’a = (41,/3)sin’a, - (g

gdzie 1, = 4T/nd*> = T/A. Jak wida¢, maksymalne 7, wystgpuja W warstwie obojgtnej
(sina =1, z=0) i s3 one : .
. Tmax = 4T/3A = (4/3) Tér' ' (h)

Rys. 5.41. Przvkiady obliczenia napreier’n@tycznych

Dla innych widkien przebieg 1. uwidoczniono na rysulnku. Z tych przykladow widad, ze
dla widkien skrajnych wzor (5.18) daje . = 0. Wynik ten nie jest przypadkowy. W do-
wolnym przekroju (rys. 5.39), gdy badana warstwa EDF zbliza si¢ do goérnych skrajnych
wibkien, wéwezas pole zakreskowane na rys. 5.39b maleje i jego moment Sy’ — 0. Gdy
badana warstwa zbliza sie do dolnych skrajnych widkien, wéwczas zakreskowane pole
obejmuje prawie caly przekrj i wtedy 557 — 0, gdyz 0§ y jest centralna.

W niektorych przypadkach wzor (5.18) ,,udoskonalamy” uwzgledniajac rzeczywi'ste kierunki dzia-
lania naprezeni T. Na przyklad w przekroju symetrycznym wzgledem osi z (rys. 5.42a) kierunki v dzia-

<y

Rys. 5.42. Uwzglednienie rzeczywistych kierunk6w naprezen 7

lajacych w punktach E, D i F przecinaja si¢ w jednym punkcie H. RaCJonalme jest zatozyé, ze linia
dziatania naprezenia w innym punkcie G tejze warstwy -przechodzi tez przez punkt H. Przy_lmu_lacv
obliczona z (5.18) warto$é , jako prawdziwa dla wszystkich punktoéw, mozemy wyznaczyC ,,rzeczy-
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wiste” naprezenie. Na przyktad dla punktéwr'F iG mamyz
T = T4/cos fr, T = Tfcos S . (i)
W przekroju kotowym (rys. 5.42b), gdzié Br = 90°—«x, wzbr (i) przy wykorzystaniu wyniku (g) daje
’ tr = (474,/3) sin o . o ()

Gdy kontur przekroju nie ma ostrych narozy, korekta wedlug wzoru (i) daje wyniki bliisze rzeczywi-
stodci niz wzér (5.18) (btad rzedu 69%;).

Istnienie naprezen 1, w plaszczyznach réwnoleglych do warstwy obojetnej nie jest
fikcja, lecz stanowi przejaw fizycznych wigzéw. Mozna si¢ o tym przekonac, porownujac
obrazy odksztalcen : pierwotnej belki (rys. 5.43a) i tejze belki po rozcigciu jej w plaszczyznie
CED (rys. 5.43b). Kazda z czesci tej drugiej belki zgina si¢ niezaleznie (pomijajac tarcie).
W kazdej z nich gérne wiékna sa rozciagane, a dolne $ciskane. W miejscu rozcigeia $ciskana
warstwa CE'D’ gornej czesci §lizga si¢ po rozciaganej warstwie CE”D’ dolnej czgdci.
‘Tego zjawiska nie ma w pierwotnej belce, dzigki czemu jest ona znacznie sztywniejsza,
a napreZenia w nie¢j mniejsze niz w przypadku belki rozcigtej. ) :

a) b)

%

warstwa obgjetna warstwa obojgtna I

P
¢ -
- D’
N v
e » ! warstwa obofetna II .
Rys. 5.43. Wplyw usuniecia wiezéw miedzyplaszczyznowych na odksztalcenia przy poprzeéZnym

zginaniu

Podsumowujac stwierdzamy, ze w belkach o przekroju zwartym (kolo, prostokat itd.)
strefa maksymalnych naprezen stycznych znajduje si¢ w Srodkowej czesci przekroju,
a warto$é Tme jest rzedu 7, = T/A. Inna jest sytuacja, gdy przekrdj jest cienkos$cienny
(rys. 3.22). Okreslenie napreZen T wigZe sig tu z szeregiem innych zagadnien rozpatrzonych
w rozdz. 13."-

Zadania

1.- Belka (rys. 5.20), w ktdrej c; = ¢ = 1 m, | = 4 m, ¢ = 2 kN/m, ma przekroj teowy (ryse5.35).
Biorac wyniki zadania 8 (art. 5.5) wyznaczyé o, w niebezpiecznych przekrojach.

Odp. Wedlug rys. 5.20d niebezpieczriy moze by¢ przekroj nad podpora, gdzie M, = —gc}/2 =
= —10® N'm, badz przekrdj srodkowy, gdzie M, = (g/2/8)*(4c}/2) = 3-10° Nm. Oznaczajac 6p
i 0 naprezenia we wibknach D i B mamy w przekroju nad podpora op = 22,7 MPa, 65 = —6,8 MPa,
a w przekroju §rodkowym op = —68,1 MPa, g, = 20,4 MPa. ,

2. Belka (rys. 5.10) jest rura o zewnetrznej $rednicy d. = 10 cm. Dobra¢ wewnetrzna $rednicg
dy, aby o, < k.= 100 MPa, ; .
Odp. Niebezpieczny jest przekrdj D, gdzie M, = 3 kN m. Przy o, = k niezbedny wskaznik W, -
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= M,/k = 30-10-% m® = 30 cm?®. Poniewaz W, = (d’/32) [1 —(dw/d.)*], zatem 1— (dw/d,)‘* == {0,307
i d,/d: = 0,913 oraz d < 9,13 cm, na przyklad d, = 9,1 cm.

3. Jaki jest promienh g krzywizny warstwy obo_;qtnej W przekr03ach A D F belki z zadama po-
przedniego, je§li E = 2,0-10° MPa?

Odp. Moment bezwladnosci J, = W, d;f2 = 150 cm* = 150-10-° m*, sztywno$¢ EJ, =2,0-1011x
X150:107% = 3,0-10°* N m?2, Z wzoru (5.16) ¢ = EJ,/M, i biorac dane z rys. 5.10 mamy g, = oo,
oo = 3,0-10%/3-10° = 100 m, or = ~150 m. OdpowiedZ o> 0 oznacza wypuktosé do dotu, ¢ < 0 _

wypuklos¢ do gory.

4. Belka (rys. 5.14) o wymiarach a = 4 m, / = 6 m jest dwutebwka (rys. 4.6a). Blorqc wyniki
zadania 3 (art. 4.1) okreéli¢ moment My aby napreZenie o, < kK = 160 MPa.

odp. Wskamik W, = 337 cm?; stad (M)exsis = kW, = 5,4010* N-m. Przy danych @ i I jest
(Mp)ess = M afl = 2M3/3, skad Mp = 1,5 (Mglexsie = '1,5-5,40-10* = 8,10-10* N m.

§. Belka (rys. 5.6), wktéreja =2 m, b =1 m, 'P = 24 kN, ma przekrdj prostokatny (7 == 18 cm
b =3 cm). Wyznaczy¢ o, i Trnaxs

Odp. Niebezpieczny przekrdj lezy tuz na prawo od punktu E bo M, = (My)egst: = 16 KN m,
a Jednoczeéme driatla tam wicksza sila tnaca T = 16 kN. Z wzoru (5.15) o, = +98,8 MPa, z (5.17)

= T/A = 2,96 MPa, a z wzoru (f) Tpme, = 1,57, = 4,44 MPa. Jak wida¢, rma, jest wielokrotnie
mmejsze (okoto 22 razy) od ..

6. Belka (rys. 543a) o przekro;u prostokatnym sklejona jest z dwdch drewmanych listew, kazda
‘o wymiarach b, = 4 cm i h; = 3 cm. Obliczy¢ napr¢zenia w kleju, jesli P = 3 kN.

Odp. Po sklejeniu mamy belke o wymiarach b = b, = 4 cm i £ = 2k, = 6 cm. Naprezenia w kleju”
Ty = Tmax = 1,5 74 = 1,5-3000/(4-6-10-4%) = 1,88 MPa, gdyz powierzchnia sklejenia pokrywa sig
z warstwa obojetna belki. Pomimo tak malej wartoéci, naprezenia te moga decydowac o bezpieczenstwie
gdyz wytrzymalto$é kleju na $cinanie nie jest duza (rzgdu 10 MPa). . :

7. Obliczy¢ wartoéé 7. dla przekroju trojkatnego (rys. 5.41b).

Odp. =, = (12T/6h*) [(2R/3) — 2] [(B/3) -+ 2], Tmax = 1,574 dla z = h/6.

8. Wykorzystujac zasade symetrii naprezen stycznych, okreéhc rzeczywiste napr@zema T W pun-
ktach G i H przekroju (rys. 5.39b).

Odp. Zero. Patrz badanie v przy skrecaniu (rys. 3 15).

9. Wykorzystujac wynik zadania 7 okresli¢ naprgzenia rr w punkcie F przekroju (rys. 5.41b)
z korekta uwzgledniajaca rzeczywisty kierunek t. Przyja¢ b= h =9 cr.n, z=15cm, T=10kN.
-Odp. 7. = 3,7 MPa. Postepujac jak podano na rys. 5,42a, mamy tg § = bj2hk = 0,500, cos § =
— 0,896 i wedlug wzoru (i) 75 ~ 4,1 MPa. .
10. Jaki jest sens fizyczny wyrazenia (TSV(”/J,)?

Odp. Jest to réznica wypadkowych sit N, i N, dzialajacych w przekrojach odlegltych o Ax = 1°
(rys. 5.39c), gdyz wzor (5.18) jest bilansem sil, w ktorym 7. b, jest wypadkowsa $rednich naprezen r,
dziatajacych na pole o szerokosci b; i dlugoécn Ax =1, a wypadkowa ta musi by¢ réwna N, —N,.

.11, W przekroju (rys. 5.39) zwu:kszono dwukrotme a) wszystkie wymiary, b) tylko rzqdn‘e c) tyl-
ko odciete. Jak zmienia si¢ wartosci v, w odpowiadajacych sobie punktach? '
QOdp. a) zmalejg czterokrotnie, b) i c) zmaleja dwukrotnie.

-
5.7. Za_stosowan}'a teorii

Jak wspomniano, zalezno$ci sformulowane w art. 5 6 sa przyblizone, wobec czego
istotna jest kwestia ich dokladnosci. Wyjasnienie tego da]e poréwnanie z wynikami teorn
sprqzystosm

Dokladnosé¢ wzoru (5. 14) okfeélajacego naprezenia ¢ zalezy od przebiegu sily tnacej.
1 tak, jesli sita tnaca jest stata (rys. 5.36), to wzor (5.14) jest cisty. Jesli sila tnaca zmienia

é
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si¢ w sposéb ciagly, jak na rys. 5.7, 5.11 itp., to réznica migdzy wzorem (5.14) & wynikami
§cistymi jest rzedu (h/])?, gdzie h — gabarytowy wymiar w plaszczyznie zginania, I -— dlugosé
belki. Gdy sila tngca zmienia si¢ skokami (rys. 5.6, 5.10 i in.), réznice te w otoczeniu skoku
sity T sa rzedu (h/l). Tak wigc gdy w belce (rys. 5.7) h/l = 0,1, wowczas blad wartosci ¢
okre§lonej z wzoru (5.14) jest rzedu 1%, jesli jednak ta sama belka jest obciaZona, jak na
1ys. 5.6, to w otoczeniu punktu E blad wzoru (5.14) jest rzedu 10%,. W tym drugim przy-
padku strefa takich odchylek jest nieduza i obejmuje odcinek belki o diugosci rownej
- w przyblizeniu wymiarowi A. |

%% spaw
~
7 belka

NN
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N
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Rys. 5.44. Stosowalnosé teorji zginania poprzecznego

Powyzsze informacje odpowiadaja rozwiazaniom konstrukcyjnym, w ktér.ych obcig-
zenia wprowadzono przez odpowiednie elementy na caly przekroj belki (rys. 5.44a). Inna
jest sytuacja, gdy obciaZenia, stanowig ciénienia kontaktowe od két tocznych (rys. 5.44b).
Wystepujace tu odchyiki sa zupehie innego rzedu i obejmuja zakreskowany na rysunku -
obszar o dlugoéci a &~ h. Podobne znaczne odchytki mamy przy innych wariantach wpro-
wadzenia sit (rys. 5.44c), momentéw skupionych (rys. 5.45a), badZ karbach (rys. 5.45b).
Wezmy dla przyktadu wprowadzenie momentu M* = Pb (rys. 5.45a). Zgodnie z teoria

m axd,d

b)
m
2T ST v AT
’ ”% S MY M, - I
< Urrreioe 4.: e g _-é'\ e 2
. ‘ Sy B
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Rys. 5.45. Inne przypadki ograniczenia stosowalnosci teorii zginania
(art. 5.5) moment ten w przekroju m-m nalezaloby zrealizolwaé pod postacia naprezen
o = —M* z/J,. Wprowadzenie jego za posrednictwem oku¢ jako pary sit P zaktéca teore-
tyczny rozklad o. Jest to zagadnienie podobne do rozpatrzonego w art. 2.1 i podobna tez
jest odpowiedz. Wykorzystujac mianowicie zasad¢ de Saint-Venanta powiemy, ¢ w prze-
kroju n-n obydwa obcigzenia M* i para sit P dadza praktycznie ten sam rozklad naprezen,
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oile tylko M* = Pb. Dla belek o przekroju ;zwartym odlegloéé a, na ktdrej wystapia znaczne
odchykki, jest

ar h. | . (a)

Podobny rezultat mamy w przypadku rys. 5.44c, dla karbu natomiast odlegios¢ a uza-
lezniamy od jego wysokosci. W odréznieniu od tego lagodna zmierino$¢ przekroju nie
powoduje duzych odchylek. Dla takich belek mozna z techniczna doktadnoscia (+3%)
obliczaé naprezenia normalne z wzoréw (5.14) wstawiajac tylko odpowiadajace danemu
przekrojowi wielkosci J, badz W,. .

"W pordwnaniu ze wzglednie duza dokladnoscia wzoru (5. 14), dokladnosc wzoru (5.18)
okre$lajacego naprezenia styczne jest na ogdt gorsza. Wyjatek stanowi przekrdj prosto-
katny, dla ktérego wynik (f) jest Scisty, o ile tylko b < h. W innych przekrojach zwartych
réznice migdzy rzeczywistymi wartosciami t a obliczonymi z wzoru (5.18) s3 z reguly
kilkanascie procent, a bywaja sytuacje, gdy sa one stuprocentowe (zadanie 8 art. 5.6).
Rowniez niewielkie zmiany ksztaltu, np. lagodna zbieznoéé belki, powoduja radykalne
zmiany w rozkladzie naprezen stycznych. Z tych powodow czgsto zadowalamy sie zgrubnym
oszacowaniem warto$ci''’ naprezen stycznych wedlug wzoru (5.17). Na takie- podejécie
wplywa rowniez to, ze warto$¢ Tpmax jest na ogot mala w poréwnaniu z o,. W miejscu na
przyktad zamocowania belki wsporrukowej (rys. 5.43) o przekroju prostokqtnym mamy
Tmax = 3P[2bh, o, = 6PI/bh?, a stosunek -

max/ae - h/4l' (b) .
Podobny rzad wielkosci otrzymujemy i dla innych przekrojéw zwartych. Wynika stad, Ze
naprezenia styczne moga miec istotny wplyw tylko w belkach krotklch natomiast w 1y-
-powych zagadnieniach, gdy h < /, sa one praktycznic bez znaczenia.

To ostatnie spostrzezenie wykorzystujemy do oceny bezpieczesfistwa przy zginaniu
poprzecznym, badajac tylko ekstremalne naprezenia normalne. Dodatkowym uzasadnie-
niem jest to, ¢ we widknach skrajnych, w ktérich dziata ¢.ys,, mamy naprezenia v = 0.
W typowych zatem zagadnieniach warunek bezpieczenstwa przy zginaniu czystym lub

poprzecznym wyraza si¢ zaleZnosciami .
, M ' R, .
(=MD R oo MAD R (s)

¥ ’ Ne, Wy : Nec :

gdzie k,, R,., n,, — dopuszczalne naprgzenie, granica plastyczno$ci oraz wspélczynnik
bezpieczefistwa przy rozcigganiu, a k., R,., n.. takiez wielkosci przy sciskaniu.

Dla materialéw majacych R,, = R, (stal, dural) jest logiczne, aby wspolczynniki n,, i ne.
byly réwne. W belkach z takich materialow $rodek cigzkoséci przekroju powinien znajdo-
wac si¢ w potowie jego wysokosci. Inna jest sytuacja dla materiatdw takich jak Zeliwo,
gdy R.. > R., i k. > k,. Racjonalne wykorzystanie materiatu jest wtedy, gdy jednoczeénie

o=k, |o|=ke. | ©
Z rysunku 5.30a widaé, ze postulat (c) jest spelniony, gdy z,/k. = z,/k,, czyli gdy odlegtosci
skrajnych wlokien sa proporcjonalne do odpowiednich naprezen dopuszczalnych.

M 7 wylaczeniem przekrojéw cienkosciennych (rozdz. 13).
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Z uwagi na ekonomig cigzaru belki celowy jest taki ksztalt przekroju, w ktérym przy"
matym zuzyciu materialu otrzymujemy duzy wskaznik W,. Jak widaé z rys. 5.30 i 5.31,
najcenniejsza czescia przekroju jest material w otoczeniu widkien skrajnych, albowiem
jest on nalezycie wykorzystany (6, = k, lub |6, | ~ k.) i jednoczesnie najbardziej efektywny
w przeniesieniu momentu gngcego (duza odlegto$é z). W przeciwienstwie do tego widkna
§rodkowe sg martwe (¢ ~ 0) i nieefektywne (z ~ 0). Uwzglednienie tych faktow znajduje
odbicie w belkach dwuteowych lub ceowych (rys. 5.46a), w ktorych pasy standwiqce

ﬂ

7z
Z
7
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%
Z
7z
z
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%

2z

A

" Rys. 5.46, Racjonalne postacie .priekl‘ojéw belek.

duza c;zgéé przekroju sa oddalone od warstwy obojetnej, Takie profile, z-uwagi na ich
rozpowszechnienie, sa znormahzowane“’ w tabhcach w ktorych poza wymiarami podane
sa tez wartosci J, 1 W,.

Ideatem bylby przekréj, w ktérym cale pole A dziclitoby si¢ na dwa pasy A; = A4/2, a udzial Scian-
ki taczacej pasy bylby pomijalny (rys. 5.46b). Uwazajac, ze pola pasdw sa skupione w srodkach cigz-
kosc1 i przyjmujac A = k" mamy J, = 2 (A/2) (h/2)? = Ah*/4, a wskainik wytrzymatosci

* . . (Wy idealne — Ah/2 - (d)

Wartoéé ta moze stanowi¢ porownawczy wzorzec do oceny jakosci danego przekroju. Dla prostokata \
na przyklad (W,)igeane = bh2/2;, a rzeczywista warto$¢ W, = Bh*/6, Ich stosunek

* Ny, = Wv/(Wy)idealnc = 0,33

stanowi miare jakoéci. Podobnie dla przekroju kolowego pelnego

Ny = Wyl(Wiaeaine = (nd?>[32)/I(=d?/4) (d/2)] = 0,25 .
W pordwnaniu z takimi przekrojami znormalizowane profile dwuteowe i ceowe sa zdecydowanie lepsze,

albowiem dla nich ‘ -

o W dawuteowntsn = 0,64, (1)ceswir ~ 0,60

Podana miara 7%y jakosci przekroju, tj. ' -
1y = 2W,/AR ©

odpowiada zginaniu w ptaszczyZnie xz. Jesli zgigcie zachodzi w plaszczyZnie xy, to osia oboj¢tna be-
dzie of z, a o naprezeniach ekstremalnych decydowaé beda wskaziiki Wi W.':

W, =J.

W, = J./\yil, ©

_ (MW normach panstwowych, jak PN-59/H-93403, PN-59/H-93407 dla profili stalowych, oraz
normach fabrycznych dla profili specjalnych. -
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gdzie y,, v, — odpowxedme ekstremalne odlegltosci wldkien od osi z. anra jakosci przekroju bedzie
wtedy

M = 2W.jAb, . ‘ (®

gdzie b — gabarytowy wymiar przekroju w kierunku osi y. Interesujace jest, Ze warto$é n, dla profili
dwuteowych i ceowych jest mata (rzqdu 0,17+-0,20) i profile te wyraZnie sa gorsze od innych, jak np. .
przekroju koiowego

Zagadnienia nietypowe, gdy naprezenia styczne stanowia miernik bezpieczenistwa,
naleza do jednego z dwich wariantéw. Pierwszy wystepuje, gdy dtugo$é belki 7 jest tego
samego rzedu co i gabarytowy wymiar h. Technicznym przykladem tego sa polaczenia
nitowe i pasowane sworznie (rys. 5.47a). Zakladajac dla prostoty, Ze naciski uszu na swarzefi
sa réwnomiernie roztozone, otrzymujemy obraz obcigZefh sworznia i przebieg sil tnacych
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Rys. 5.47. Analiza praby polaczenia sworzniowego

~oraz momentow gnacych wedlug rys. 5.47b. W $wietle tego, co powiedziano o skutkach
réznych sposobdéw wprowadzema obquZen jest rzecza jasna, ze wyniki otrzymane z wzo-
réw (5.14) i (5.18) sa tu niezgodne z rzeczyw1stosc1q ' Jakiekolwiek -usci$lanie analizy teore-
tycznej jest ponadto beznadziejne, z uwagi na szereg czynnikéw o charakterze przypadko-
wym, np. dokladno$¢ pasowania, wplyw tarcia itp. W 'tej sytuacji obhczona dla przekroju
m-m warto$¢ o, a dla przekroju n-n warto$¢ t,:

0. =PQ23,+8,)8W,, 1, =P[24, (h)

maja jedynie charakter wzglednego miernika, sluzacego do poréwnania danego pola-
~ czenia z innymi udanymi konstrukcjami. Taki sposéb jest szeroko stosowany w czeéciach
maszyn. Wykorzystujac istniejacy zaséb doswiadczenia, ustala si¢ z wzoréw (h) nieprze-
kraczalne wartoéci o, badZ 1, jako ,napr¢zenia dopuszczalne” gwarantujace bezpie-
czenistwo. Takie ,,napreZenia dopuszczalne” nie maja Zadnego uzasadnienia naukowego,
lecz sa praktyczna rec'epta', ktdrej stosowalnos¢ podlega wielu ograniczeniom, jak: rodzaj
materialu, proporcje geometryczne Todzaj maszyny.

Drugi wariant nietypowych zagadnies wystepuje, gdy wytrzymalosc materiatu belki
na Scinapie jest mata. Takim materlalem jest na przykiad drewno. Wykonana Z niego
krotka belka (rys. 5.43a) moze ulec zniszczeniu przez poslizg w warstwie obojetnej. 'W takich
przypadkach konieczne jeét poréwnanie wartosci Tm,, Z Wytrzymatoécia materiahu na $cina-
nie i upewnienie si¢ o istnieniu dostatecznego wspélczynnika bezpieczenstwa.



